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Abstract :

In this work, we determine the set of algebraic points of degree at most Q over on the curve C
given by the affine equation y* = 4x> + 1 . This result extends a result of Andrew R. Booker,
Jeroen Sijsling, Andrew V. Sutherland, John Voight and Dan Yasak who described in [1] the

set of rational points on this curve.

Keywords: Planes curves - Degree of algebraic points - Rationals points - Algebraic

extensions - Jacobian

I. Introduction

Soit € une courbe algébrique lisse de genre g définie sur un corps de nombres K.
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L'ensemble des points algébriques sur C définis sur Kest noté C(K).

et Ujk.q) <a C(K) l'ensemble des points algébriques sur C a coordonnées dans K de degrés au

plus d sur Q. Nous nous proposons d'étudier en détail les points algébriques de degrés au plus

5 sur Q sur la courbe C d'équation affine:
vy =4x> +1 (1)

La courbe C est hyperelliptique de genre g = 2 et de rang nul d'aprés [1]. Notons P =
(0,1) , P=(0, — 1) et » le point a I'infini. Dans [1] Andrew R. Booker, Jeroen Sijsling,
Andrew V. Sutherland, John Voight and Dan Yasak ont donné une description des points

rationnels.Cette description s'énonce comme suit :
Proposition : Les points Q — rationnels sur la courbe C sont donnés par
C(Q) = {P,P, =} (2)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés au plus

5 sur Q. Nos outils essentiels sont:

> Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur C sur Q de la jacobienne
de C, (voir [1]),
> Le théoréme d'Abel Jacobi, (voir [3],)

» Des systémes linéaires sur la courbe C.
Notre résultat principal s'énonce comme suit:
Théoréme :

1) L'ensemble des points quadratiques sur C est donné par S avec

S= {(a +V4e5 +1),a e @'}
2) L'ensemble des points cubiques sur C est donné par A U B avec
A={(x, —1—ax®) | a € Q* et xracinede C{(x) = 4x3 — a?’x? — 2a}
B={(x,1—ax?®) |a€ Q*etxracinede C,(x) = 4x3 — a?x* + 2a}
3) L'ensemble des points quartiques sur C est donné par Cy U C; U C, U C3 U C4 avec

Co = {(x, + v 4x° + 1), a€Q,[Qx):Q = Z]}

. = { (x, —1—ax(x+ ) | a, B € Q" et xracine de }
7B (%) = 4x* — a?x3 — 2a2Bx% — 2a + a?f¥)x — 2af
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. = (x, —1—ax*(x+ B)) | a, B € Q*et x racine de
27 By(x) = a®xt + (2028 — 4)x3 + a?B2x% + 2ax + 2aB
Co = (x,1—ax*(x+ B)) | a, B € Q*et x racine de
37 B3 (%) = a®x* + (2a2B — 4)x3 + a?B%xE — 2ax — 2af

(x,1—ax(x+p)) | a, B € Q et x racine de
Cy= { 4 2..3 22,2 202 }
By(x) = 4x* — a*x® — 2a°fx* + 2a— a*f*)x + 2af
4) L'ensemble des points quintiques sur € est donné par Dy U D, U D, U D3 U D, avec
(x, (a+ Bx(x+ 7)) | a, By € Q" et x racine de}
By(x) = 4x° — [a+ Bx(x + ] + 1

D. = (x, —1—ax(x®*+ px+7v)) | a, B,y € Q* et x racine de
! Fi(x) = a®x(x* + Bx + ¥)? — 4x* + 2a(x* + fx + 7)

|

(x, -1- ¢
D, = x+p
Fi(x) = 4x3(x + f)? — a?x*(x + y)? = 2a(x + ) (x + B)

x*(x + y)) | @, B,y € Q" et x racine de

_ a 2 * .
D, = (x,l x+ﬁx (x+y)) | @, B,y € Q" et x racine de
Fo(x) = 4x3(x + f)? — a?x*(x + y)? + 2a(x + Y)(x + B)

D, = (x,1—ax(x* + Bx+y)) | a, B,y € Q" et x racine de
FT () = a?x (% 4 Bx + 7)? — 4xt — 2a(x? + Bx + V)

I1. Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C nous notons L(D) le Q-espace vectoriel des fonctions rationnelles F
sur C telles que F = 0 ou div(F) =— D ; (D) désigne la Q-dimensionde £(D). On montre
dans [4] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J(Q) de C

est isomorphe a Z/5Z. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par : x(X,Y,Z) =

X Y
7 et y(X,Y,Z) =7

L'équation projective de la courbe C est :
C:Y?Z3 =4X> +Z°

On désigne par ] la jacobienne de C et par j(P) la classe notée [P — oo] de P — oo, ¢'est a dire

que j est le plongement jacobien C — J(Q).
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Soit 6 = €'z dans C. Posons B, = <S\E 6%+1, 0) pour k = {0, 1, 2, 3, 4}.

Désignons par C.C le cycle d'intersection d'une courbe algébrique C' définie sur Q et C.
Lemme 1:

o div(x) =P+ P — 2

e div(y)=By+B;+B,+B3+By—5»
e div(y—1)=5P—5w»

e div(y+1)=5P—5»

Preuve

Calculons seulement div(x) et en procédant de la méme maniére, on trouve les autres.
) . (X
On a div(x) = div (E) = (X =0).C— (Z=0).C.

Pour X = 0,on a Y223 = Z> d'aprés (1), ce qui donne Z3 = 0 ou Y? = 72,

D'une part pour Pour X = 0, on a Z3 = 0; avec Y = 1 on obtient donc le point oo = (0,1, 0)

avec multiplicité 3.

D'autre part pour X =0,onaY =27 ou Y =Z; avec Z =1 on obtient donc les points P =
(0,1, 1) avec multiplicité 1 et P = (0, — 1, 1)avec multiplicité 1.
D'ou (X =0).C=P+ P —300. (i)
De méme pour Z = 0, alors on a X°> = 0 d'aprés (3); et pour Y = 1, on a le point point o =
(0,1, 0) avec multiplicité 5. D’ou (Z = 0).C = 500. (ii)
Les relations (i) et (ii) entrainent que div(x) =P + P — 2o,
Conséquences du lemme 1 : 5j(P) = 5j(P) =0 et j(P) +j(P) = 0.
Lemme 2 :
.« L(w0) = (1)
o L(200) =(1, x)=L(3)
o L(400) = (1, x, x%)
o L(50)=(1, x, x* y)
o L(6x)=(1, x, x% y,x3)
o L(7)=(1, x, X% v, X3, xy)
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Preuve Résulte du lemme 1

Lemme 3: J(Q) = Z/5Z = ([P — »]) = {[P — »], a € {0, 1, 2, 3, 4}}

II1.Démonstration du théoréme

1. Points quadratiques sur C

L'ensemble des points quadratiques sur C est donné par S avec
s={(a tV4a5+1),a € @’}

Preuve

Soit R € C(Q) avec[Q(R):Q = 2]. Notons R; et R, les conjugués de Galois de R. Travaillons
avec t = [R; + R, — 20] € J(Q) = Z/5Z , d'ou t = [R; + R, — 20| = aj(P) =— aj(P) ;
0<a<4 (*)

On remarque que R & {o, P, P}. Selon la valeur de a, on a les cas suivants :
Casa=0

La relation (*) devient [R;+ R, — 2o]. Le théoréme d'Abel Jacobi entraine 1'existence

d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = Ry + R, — 200

donc F € L(20) , d'ou F(x) = a; + a,x avec a; # 0. Aux points R;,ona a; +ax =0

donc x =— % = a . En remplagant x par a dans (1), ona: y* = 4a° + 1
2

et parsuiteona: y =+ \/W
On a ainsi une famille de points quadratiques

S= {(a tV4a+1),a¢€ @*}
Casa=1

La relation (*) devient [R;+ R, — 200] =j(P) =—j(P). Le théoréme d'Abel Jacobi

entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = R; + R, + P — 3
donc F € L(30) et comme L(300) = L(200), P devrait étre égal a oo ; ce qui est absurde.

Casa=2
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La relation (*) devient [R; + R, — 200] = 2j(P) =— 2j(P). Le théoréme d'Abel Jacobi
entraine 1'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = R; + R, + 2P —

40

donc F € L(4x) , d'ou F(x) = a; + a,x + azx* avec as # 0 et comme ordp(F) = 2, on
doit avoir a; = a, =0, donc F(x) = azx® et on devrait avoir R; = R, = P, ce qui est

absurde.
Casa=3

La relation (*) devient [R;+ R, — 200] = 3j(P) =— 2j(P). Le théoréme d'Abel Jacobi
entraine 1'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = Ry + R, + 2P —

40

donc F € L(4x) , d'ou F(x) = a; + a,x + azx* avec as # 0 et comme ordp(F) = 2, on
doit avoir a; = a, =0, donc F(x) = azx® et on devrait avoir R; = R, =P, ce qui est

absurde.
Casa=4

La relation (*) devient [R;+ R, — 200] = 4j(P) =— j(P). Le théoréme d'Abel Jacobi

entraine 1'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = R; + R, + P — 3
donc F € L(3) et comme L(200) = L(30), P devrait étre égal a o ; ce qui est absurde.
Conclusion: L'ensemble des points quadratiques sur C est:
s={(a V4t +1),a e @’}
2. Points cubiques sur C
L'ensemble des points cubiques sur C est donné par A U B avec
A={(x, —1—ax?) |a € Q" et xracine de C,(x) = 4x> — a’x* — 2a}
B={(x,1—ax?®) |a € Q*etxracinede C,(x) = 4x3 — a®x* + 2a}
Preuve

Soit R € C(Q) avec [Q(R):Q =3] . Notons Ry, Ry, R; les conjugués de Galois de
R. Travaillons avec t = [R; + R, + R3 — 3] € J(Q) =Z/5Z ,dou t=[R;+ R, + R; —
30| = aj(P) =—aj(P); 0 <a<4 (*).Onremarque que R & {0, P, P}. Selon la valeur

de a, on ales cas suivants :
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Casa=0

La relation (*) devient Ry + R, + R3 — 300 = 0. Le théoréme d'Abel Jacobi entraine

I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = R; + R, + R; — 3

donc F € L(30) et comme L(300) = L(200), P devrait étre égal a oo ; ce qui est absurde.
Casa=1

La relation ( *) devient [R; + R, + R3 — 3] = j(P) =— j(P). Le théoréme d'Abel Jacobi
entraine 1'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) =R, + R, + R; +
P — 400,

Donc F € L(40) d'ou F(x) = a; + ayx + azx? avec az # 0.

Au point P, on a F(P) = 0 donc a; = 0 d'ou F(x) = x(a, + azx). Ensuite aux points R;, on
doit avoir x(a, + azx) = 0, donc x € Q et par conséquent les R; devraient étre de degré < 2.

Casa =2

La relation (*) devient [R;+ R, + Ry — 300] = 2j(P) =— 2j(P). Le théoréme d'Abel

Jacobi entraine 1'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = Ry + R, +

Donc F € L(5) d'ou F(x) = a; + ayx + asx*+ a,y + avec a, # 0 et comme ordp(F) =

2,ondoitavoira; —a, =0 eta, =0dou F(x) = a,(y + 1) + azx®.

Aux points R;, on doit avoir as(y +1) + azx* =0, douy=—1— %xz. On voit que y est de
4

2

la forme y =— 1 — ax? avec a € Q*, et par suite on y* = 4x°> + 1 © (— 1 — ax?)? = 4x° +

1o 4x® — a?x* — 2a%x* = 0 © x?(4x® — a?x* — 2a?) = 0.
On doit avoir x* # 0 et @ € Q*, on obtient une famille de points cubiques

A={(x, —1—ax®) | a € Q* et xracinede C{(x) = 4x3 — a?x? — 2a}
Casa=3

La relation (*) devient [R;+ Ry + Rz — 30| = 3j(P) =— 2j(P). Le théoréme d'Abel
Jacobi entraine 1'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = Ry + R, +

Donc F € L(5) d'ou F(x) = a; + a,x + azx®+ a,y + avec a, # 0 et comme ordp(F) =

2,ondoitavoira; + a, =0 eta, = 0dou F(x) = a,(y — 1) + asx?.
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Aux points R;, on doit avoir a,(y — 1) + azx* =0,douy =1 — Z—ixz. On voit que y est de la
formey = 1 — ax? avec a € Q*, etparsuiteony? = 4x° +1 e (1 —ax?)’ =4x° +1 &
4x° — a’x* + 2a%x? = 0 © x*(4x3 — a?x* + 2a%) = 0.
On doit avoir x* # 0 et @ € Q*, on obtient une famille de points cubiques

B={(x,1—ax?®) |a€ Q*etxracinede C,(x) = 4x3 — a?x* + 2a}
Casa=14

La relation ( * ) devient [R; + R, + R3 — 3] = 4j(P) =— j(P). Le théoréme d'Abel Jacobi
entraine 1'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) =Ry + R, + R; +

P — 400,
Donc F € L(40) d'ou F(x) = a; + a,x + asx? avec as # 0.

Aupoint P,ona F(P) =0 donc a; =0 dou F(x) = x(a, + azx). Ensuite aux points R;, on

doit avoir x(a; + azx) = 0, donc x € Q et par conséquent les R; devraient étre de degré < 2.
3. Points quartiques sur C
L'ensemble des points quartiques sur € est donné par Co U C; U C, U C3 U Cy avec

Co = {(x +/4x5 + 1), a€Q,[Q):Q = 2]}

c. = { (x, —1—ax(x+pB)) | a B € Q" et xracine de }
7B (%) = 4x* — a%x3 — 2a%Bx% — (2a + a?B?)x — 2ap

(x, —1—ax*(x+ B)) | a, B € Q*et x racine de
B,(x) = a®x* + 2a?p — 4)x3 + a?%x* + 2ax + 2af

C2
(64

37 Bs(x) = a2x* + (2a?B — 4)x3 + a?B%x? — 2ax — 2af
Cy

{ (x,1—ax*(x+ B)) | a, B € Q*et x racine de }

(x,1—ax(x+pB)) | a, B € Qetxracinede }
By(x) = 4x* — a?x® — 2a%Bx* + Qa — a*B*)x + 2af

Preuve

Soit R € C(Q) avec [Q(R):Q] =4 . Notons Ry, Ry, R3, R, les conjugués de Galois de
R. Travaillons avec t = [R{ + R, + R3 + R, — 4] € J(Q) =Z/5Z ,dou t =[R;+ R, +
R;+ R, — 4] = aj(P) =— aj(P); 0 < a <4 (*).0nremarque que R & {o, P, P}. Selon

la valeur de a, on a les cas suivants :

Casa=0
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La relation ( * ) devient R; + R, + R3 + R4, — 400 = 0. Le théoréme d'Abel Jacobi entraine

I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que div(F) = R{ + R, + R3 + R, — 4

donc F € L(4). Donc F € L(4) d'ou F(x) = a; + ayx + azx* avec a; # 0.

Aux points R;, on a a; + a;x + asx? = 0. La relation y? = 4x° + 1 donne y =+ /4x> + 1.

On obtient une famille de point quartiques

& ={(x, tVa* +1),a € T, [Q):Q = 2]}
Casa=1
La relation ( *) devient [R;+ R, + R3; + R, — 400] = j(P) =— j(P). Le théoréme d'Abel
Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que

dlU(F) = Rl + RZ + R3 + R4 + P — 500. Donc F € L(SOO) d'ou

F(x) = a; + a,x + azx*> + a,y avec a, # 0. Au point P, on a F(P) = 0 donc a; —a, =0
dou F(x) =as(y+ 1)+ ayx+ asx®. Ensuite aux points R;, on a a,(y + 1) + a,x +

asx* = 0,dou

y=—1-2x-2x2 =—1—5x(x+2). On voit que y estde la forme y =— 1 — ax(x +
ag ag a4 a3
B)avecaetp € Q*;etparsuiteonay’ =4x>+1 e (—1—ax(x+p))* &

4x° — a?x* — 2a%Bx® — Qa + a?f¥)x? — 2afx = 0 © x(4x* — a?x® — 2a°fx* — Qa +
a’f?)x — 2aBf) = 0. On doit avoir x # 0 et a,f € Q*, on obtient une famille de points

quartiques

C. = { (x, —1—ax(x+pB)) | a B € Q" etxracine de }
7B (%) = 4x* — a?x3 — 2a%Bx% — (2a + a?B?)x — 2ap

Casa=2

La relation ( *) devient [R; + R, + R3 + Ry — 4] = 2j(P) =— 2j(P). Le théoréme d'Abel

Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que
dlU(F) = Rl + RZ + R3 + R4_ + ZF — 600, Donc F € L(600) d'ou
F(x) = a; + a,x + asx® + a,y + asx> avec as # 0.

La fonction F est d’'ordre 2enP donc a; —a, =0eta, =0 dou F(x) =a,(y+1)+

a;x* + asx3. Ensuite aux points R;, ona a,(y + 1) + azx* + asx® = 0, d’ou
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y=—1 —%xz (x+§) On voit que y est de la forme y =— 1 — ax?*(x + f) avec a et f €
4 5

Q*;etparsuiteonay? =4x°+1 o (-1 —ax’(x+ p))* &

a’x® + (2a?B — 4)x° + a?Bx* + 2ax® + 2afx? = 0 & x*[a®x* + (2a?f — 4)x3 +
a?B%x? + 2ax + 2aB] = 0. On doit avoir x # 0 et a,8 € Q*, on obtient une famille de points

quartiques

. = (x, —1—ax*(x+ B)) | a, B € Q*et x racine de
27 By (%) = a®xt + (2028 — 4)x3 + a?B2x% + 2ax + 2aB

Casa=3

La relation ( *) devient [R; + R, + R3 + R4 — 4] = 3j(P) =— 2j(P). Le théoréme d'Abel

Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que

div(F) =Ry + R, + R3 + R4+ 2P — 6. Donc F € L(6) d'ou

F(x) = a; + a,x + asx* + a,y + asx> avec as # 0.

La fonction F est dordre 2enP donc a; + a4, =0eta, =0 dou F(x)=a,(y—1) +
a;x* + asx3. Ensuite aux points R;, ona a,(y — 1) + azx* + asx® = 0, d’ou

y=1 —Z—sz (X+Z_2) On voit que y est de la forme y = 1 — ax®(x + f) aveca et f € Q*;
etparsuiteonay? =4x’+1 o (1 —ax’(x+ p))* &

a’x® + 2a?f — 4)x° + a?B2x* — 2ax3 — 2afx? = 0 © x*[a’x* + (22?8 — H)x3 +
a?B?x? — 2ax — 2af] = 0. On doit avoir x # 0 et a,f € Q*, on obtient une famille de points

quartiques

C. = (x, —1—ax*(x+ p)) | a, B € Q*et x racine de
37 By (x) = a®xt + 2a2B — 4)x3 + a?B%x? — 2ax — 2ap

Casa=14

La relation ( *) devient [Ry + R, + R3 + R, — 400 = 4j(P) =— j(P). Le théoréme d'Abel

Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que
dlU(F) = Rl + RZ + R3 + R4_ 4+ P —50.Donc F € L(SOO) d'ou

F(x) = a; + a,x + azx*> + a,y avec a, # 0. Au point P, on a F(P) = 0 donc a; + a, =0
dou F(x) =as(y —1) + ayx + azx®. Ensuite aux points R;, on a a,(y — 1) + a,x +

asx* = 0,dou
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y=1-—2x _By2 =1—§x(x+2). On voit que y est de la forme y =1 — ax(x + )

a4 as aq as

aveca et S € Q" ;etparsuiteonay’ =4x’ +1 o (1—ax(x+p) )’

4x° — a’x* — 20%Bx® — Qa + a?fH)x? — 2afx = 0 © x(4x* — a?x® — 2a?Bx* + 2a +
a’f)x + 2af) = 0. On doit avoir x # 0 et a,f € Q*, on obtient une famille de points

quartiques

e = { (x, —1—ax(x+pB)) | a, B € Q" et xracine de }
FTBL(x) = 4x* — aPx® — 2a2Bx2 + Qa + a?fP)x + 2ap

4. Points quintiques sur C
L'ensemble des points quintiques sur C est donné par Dy U D; U D, U D3 U D, avec

(x,(a+ Bx(x+7v))) | a, By € Q" et xracine de
B,(x) = 4x° — [a+ Bx(x + Y] + 1 }

D, = (x, —1—ax(x*+ px+7v)) | a, B,y € Q" et x racine de
! Fi(x) = a’x(x* + Bx + y)? — 4x* + 2a(x* + fx + 7)

o]

o
- 1= “(x + ) ,By € Q* et xracined
D, = (x X @tV)) ey €Q etxracine de

Fy(x) = 4x3(x + B)? — a®x*(x + y)? = 2a(x + y)(x + B)

o
(x, 1- oy x*(x + y)) | a, B,y € Q" et x racine de

Fy(x) = 4x3(x + B)? — a®x*(x + y)? + 2a(x + y)(x + B)

D, — (x,1—ax(x* + fx+y)) | a, B,y € Q* et x racine de
FTFL (%) = a?x (3 + Bx +¥)? — 4xt — 2a(x2 + Bx + )

Preuve

Soit R € C(Q) avec [Q(R):Q] = 5. Notons Ry, Ry, R3, Ry, Rs les conjugués de Galois de
R. Travaillons avec t = [R{ + R, + R3 + R4+ R; — 5] € J(Q) =Z/5Z , d'ou t = [R; +
Ry +R3+ R4+ Rs—5o] =aj(P)=—aj(P) ; 0<a<4 (*). On remarque que R &

{co, P, P}. Selon la valeur de a, on a les cas suivants :
Casa=0

La relation (*) devient [R; + R, + R3 + R4+ R; — 5] = 0. Le théoréme d'Abel Jacobi

entraine |'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que

div(F) =Ry + R, + R3 + R4 + R; — 500. Donc F € L(5) d'ou
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F(x) = a; + a,x + asx? + a,y avec a, # 0. Aux points R;, ona a; + a,x + azx* + a,y =

0, dou

y=—ﬂ——§x(x+%). On voit que y est de la forme y = a + fx(x + y) avec a, B,y €
3

ay ay
Q*;etparsuitteonay’ =4x°+1 o [a+fx(x+y)? © 4x° +1 © 4x° — [a + fx(x +

NF+1=0. On obtient une famille de points quintiques

p. - (o (@t px(x+y))|a By €Q etxracine de}
0~ { By(x) = 4x° — [a+ Bx(x + )] + 1
Casa=1

La relation (*) devient [Ry + R, + R3 + R, + Ry — 5] = j(P) =— j(P). Le théoréme

d'Abel Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que

div(F) =R, + Ry + R3+ R, + Rs + P — 6. Donc F € L(6) d'ou

F(x) = a; + a,x + asx* + a,y + asx> avec as # 0.

Aupoint P, ona F(P) =0donca; —as =0,dou F(x) = as(y + 1)+ a,x + azx* + asx>.

Ensuite aux points R;, on a as(y + 1)+ a;x + azx* + asx® = 0, d’ou

y=—1—5x(x2+5x+2). On voit que y est de la forme y =— 1 — ax(x? + fx + y)

ag as as
avec a, 5, € Q" ; et par suite on a y? =4x°+1 e (=1 —ax(x*> +fx+y))? = 4x° +

le
x(a?x(x* + Bx + y)? — 4x* + 2a(x* + Bx+y)) =0
On doit avoir x # 0 et a8, y € Q*, on obtient une famille de points quintiques

D - (x,—1—ax(x*+Bx+7y))|a By € Q et x racine de
! Fi(x) = a®x(x* + Bx + y)? — 4x* + 2a(x* + Bx + y)

Casa=2

La relation ( *) devient [R; + R, + R3 + Ry + Rs — 500] = 2j(P) =— 2j(P). Le théoréme

d'Abel Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que
div(F) =R, + R, + R3+ R, + R; + 2P — 7. Donc F € L(7%) d'ou

F(x) = a; + ayx + azx® + a,y + asx> + agxy avec ag # 0.

La fonction F est d’ordre 2 en P donc a; — ay = 0 et a, — ag = 0, et par suite on a

F(x) = a,(y + D+ agx(y + 1) + azx* + agx®.
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Aux points R;, on doit avoir a,(y + 1)+ agx(y + 1) + azx? + asx® = 0, d’ou

y=—1-——2"x2 (x +E). On voit que y est de la forme y =— 1 ——x*(x +y) avec

a
astagx as x+p

2
a, B,y € Q" ;etparsuiteonay’ =4x°> +1 & (—l—ﬁxz(x+y)) =4x°+1 e

x?(4x3(x + B)? — a?x*(x + y)? = 2a(x + a)(x + £)) =0

On doit avoir x* # 0 et a,f, ¥ € Q*, on obtient une famille de points quintiques

a
x,—1— 2 (x + ) a, B,y € Q*et x racine de
D, = ( Py x+7v))laByeqQ
Fr(x) = 4x3(x + B)? — a?x*(x + ¥)* = 2a(x + &) (x + )
Casa=3

La relation ( *) devient [R; + R, + R3 + R4 + R5 — 5] = 3j(P) =— 2j(P). Le théoréme

d'Abel Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que
div(F) =Ry + R, + R34+ Ry + R5 + 2P — 700. Donc F € L(70) d'ou

F(x) = a; + ayx + asx® + a,y + asx® + agxy avec ag # 0.

La fonction F est d’ordre 2 en P donc a; + a4 = 0 et a, + ag = 0, et par suite on a
F(x) = as(y — D+ agx(y — 1) + asx* + asx®.

Aux points R;, on doit avoir as(y — 1)+ agx(y — 1) + agx? + asx®> = 0, d’ou

y=1-——2_x? (x+§). On voit que y est de la forme y =1 —ﬁxz(x+y) avec

ast+aex as

2
a, B,y € Q;etparsuiteonay’ =4x° +1 & (1—ﬁx2(x+y)) =4x° +1 e

x*(4x3(x + B)?> — a®x*(x + y)? + 2a(x + a)(x + B)) =0

On doit avoir x* # 0 et a,f, ¥ € Q*, on obtient une famille de points quintiques

a
(x,l T *(x+7vy) ) | a, B,y € Q*et x racine de

Fi(x) = 4x3(x + B)? — a?x*(x + ¥)? + 2a(x + &) (x + B)

D3:

Casa=4

La relation ( *) devient [R{ + R, + R3 + R4 + R5 — 5] = 4j(P) =— j(P). Le théoréme

d'Abel Jacobi entraine I'existence d'une fonction rationnelle F sur Q telle que
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dlv(F) = Rl + RZ + R3 + R4 + R5 + P — 600, Donc F € L(600) d'ou
F(x) = a; + a,x + asx? + a,y + asx® avec as # 0.

Aupoint P, ona F(P) =0donca; + a, =0,dou F(x) = as(y + 1)+ ayx + azx* + asx®.

Ensuite aux points R;, on a a,(y + 1)+ ayx + azx? + asx> = 0, d’ou

y=1 —Z—ix(xz +Z—:x+Z—z). On voit que y est de la forme y = 1 — ax(x? + fx + ¥) avec

a, B,y €EQ*;etparsuiteonay’ =4x°+1 o (1—ax(x*+px+y)) =4x"+1
x(a?x(x* + Bx + y)? — 4x* — 2a(x* + Bx+y)) =0

On doit avoir x # 0 et a,5, y € Q*, on obtient une famille de points quintiques

D, = (x,1—ax(x*+ Bx+7y)) | a By € Q et x racine de
FTFL) = aPx(x® + Bx+ 7)) — 4xt — 2a(E + Bx +7)
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