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Abstract : We give the set of algebraic points of degree <5 over  on the hyperelliptic

curve :y2=6X( *+ 3). This result extends a previous result of Bruin of who described

in [1] the set of -rational points on this curve.
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I. INTRODUCTION

Soit  une courbe algébrique lisse de genre = 2 définie sur un corps de nombres

L'ensemble des points algébriques sur définis sur estnot¢ ( ) et [ .= ()
I'ensemble des points algébriques sur  a coordonnées dans  de degrés au-plus d sur . Le

degré d’un point algébrique  sur est le degré de son corps de définition sur ie
deg()=[ () |

Nous nous proposons d'étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 5 sur  sur
la courbe  d'équation affine y2 = 6x( 4 + 3).
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Notons = (0,0) et o le point a l'infini, les points algébriques de degré 1 sur la méme

courbe  décrit par Bruin dans [1] .

En utilisant le théoréme d'Abel Jacobi et I’étude des systémes linéaires sur la courbe , nous
étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés au-plus 5 sur

sur . Notre résultat principal s'énonce comme suit:

Théoréme principal:

1) L'ensemble des points algébriques de degré 2 sur  est donné par

() )

2) L'ensemble des points algébriques de degré 3 sur  est vide.

3) L'ensemble des points algébriques de degré 4 sur  est donné par 1 avec

o={( =V&x(“+3))1 [ () =2}

_{(,<+ NI . }
L ()=6(*+3)— ( + )2

4) L'ensemble des points algébriques de degré S sur  est donné par 1 avec
_{(,+ + 2], }
Sl O=C+ + -6+ [
_{(, + 2+ 3|, }
b O=(+ + »2-6(*+3) [
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II. PRELIMINAIRES

Pour un diviseur sur nous notons ( ) le  -espace vectoriel des fonctions
rationnelles  sur tellesque =O0Oou ( )=— ; ( )désignela -dimensionde ( ).

On montre dans [1] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne ( ) de est isomorphe

a /2 .
La courbe est hyperelliptique de genre = 2 et de rang nul d'apres [1].

Soient les fonctions rationnelles définies sur  par :

L'équation projective de la courbe est :
23=¢g ( 443 4)

On désigne par la jacobienne de et par ( ) laclasse notée [ —oo] de — oo, c'esta dire

que est le plongement jacobien - ().

Désignons par . le cycle d'intersection d'une courbe algébrique ' définie sur et
Lemme 1 :

. ()=2 —20

. ()= + o+ 1+ ,+ 3—50c

Preuve :

Il s’agit d’un calcul sans difficult¢ dutype ( — )=( — =0). —( =0).
Par exemple, on a ()= (—) =( =0). —( =0).

Ona( =0). =2 —3cet ( =0). =5boo,dou ()=2 — 200,

Lemme 2 :

. () = (1)

. (200) =(1, )= (30)
. (40) =(1, , 2)
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. (Boo) =(1, , 2 )
. (60) =(1, , 2 , 3

Preuve : Résulte du lemme 1
Lemme3: J( ) /2 =(0,[(00)—ocoly={ [ —oo], {01}
Preuve : ( Voir [1])

III. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL

1. Points quadratiques sur

L'ensemble des points quadratiques sur  est donné par

(=)

Preuve :
Soit ( avec[ ( ): ]=2. Notons - les conjugués de Galois de . Travaillons
avec =[ 1+ 5,—200] J( ) /2 ,dou
=[ 1+ 2-200]= ()== ();0= =1().
On remarque que {oo, }etonales deux cas suivants :
Cas =

La relation () devient [ ;+ 5 —200]. Le théoréme d'Abel Jacobi entraine l'existence

d'une fonction rationnelle sur telle que

()= 1+ 220

Donc (200) ,dou ()= 1+ » > %Z0. Aux points ,ona 1+ , =0

donc =—-1= . Enremplagant par dans la relation y> =6x( #+3), ona: 2=
2

6a( 4+ 3)

et par suite on a:

TR
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On a ainsi une famille de points quadratiques

(o).

Cas =
La relation () devient [ {+ ,+ —3c0]= ( )=— (). Le théoréme d'Abel Jacobi
entraine l'existence d'une fonction rationnelle sur telleque ()= 1+ ,+ — 300,
Donc (3) et comme (300) = (200) un des devrait étre égal a o ; ce qui est
absurde.

Conclusion: L'ensemble des points quadratiques sur est donné par

(=)

2. Points cubiques sur

L'ensemble des points cubiques sur  est vide.

Preuve :

Soit () avec[ () ]=3. Notons 1, 5 3 les conjugués de Galois de
.Travaillonsavec =[ 1+ ,+ 3—300] J( ) /2 dou

=[ 1+ o+ 5=30]= ()=— ();0= =1( ).

On remarque que {oo, }etonales deux cas suivants:

Cas =

La relation () devient ;+ ,+ 3—3c0=0. Le théoréme d'Abel Jacobi entraine

l'existence d'une fonction rationnelle sur telleque ()= ;+ ,+ 3—30c0.

Donc (3) et comme (3) = (20), un des devrait étre égal a oo ; ce qui est
absurde

Cas =

Larelation () devient [ 1+ 5+ 3—300] = () =— ().Le théoréme d'Abel Jacobi

entraine l'existence d'une fonction rationnelle sur telle que
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()= 1+ 2+ 3+ —A4oo
Donc (40) dou ()= ;+ , + 372 3 #0.

Aupoint ,ona ( )=0donc =0dou ()= ( o+ 3 ). Aux points , on doit

avoir ( o+ 3 ) =0,donc et par conséquent les  devraient étre de degré < 2.

Conclusion: L'ensemble des points cubiques sur est vide.

3. Points quartiques sur

L'ensemble des points quartiques sur  est donné par g 1 avec

o={( =V&CTER)) 1 () =2}

:{(,(+ DI }
' ()=6(*+3)— ( + )

Preuve :

Soit () avec[ () ]=4. Notons 1, 2 3 4 les conjugués de Galois de
. Travaillonsavec =[ 1+ 2+ 3+ ,—400] J( ) /2 ,dou
=[ 1+ 2+ 3+ 4—4eo]= ()== ();0= =2( ).

On remarque que {oo, }etonales deux cas suivants:

Cas =

La relation ( ) devient 1+ >+ 3+ ,—4c0=0. Le théoréme d'Abel Jacobi

entraine I'existence d'une fonction rationnelle sur telle que
()= 1+ o+ 3+ 44
Donc (40). Donc (40) dou ()= ;+ , + 372 3 #0.
Aux points , ona ;+ , + 3 2=0. La relation 2=6x( *+3) donne ==
Vex(*+3).

On obtient une famille de point quartiques

o={( £/CFD) L () 1=2)
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Cas =

La relation ( Ydevient [ 1+ >+ 3+ 4—40o] = ( )=— (). Le théoréme d'Abel

Jacobi entraine 1'existence d'une fonction rationnelle sur telle que
()= 1+ 2+ 3+ 4+ —50

Donc (50) dou ()= 1+ , + 3%+ 4 47%0. Au point , on a
()=0donc ;=0dou ()= (,+ 3 )+ 4 . Auxpoints ,ona (,+ 3 )+
4 :O,d,Oﬁ

=2 -32=_23 ( +—2). On voit que  est de la foorme = ( + ) avec

3

;etparsuittona 2=6 (4+3) =6 (*+3)—( ( + ))220
(6(4"'3)_ (( + ))2):()

On doit avoir Z# 0 , , on obtient une famille de points quartiques

_{(, C+ Nl }
L ()=6(4+3)— ( + )2

Conclusion: L'ensemble des points quartiques sur  est donné par ¢ 1.

4. Points quintiques sur
L'ensemble des points quintiques sur  est donné par 1 avec
{( N S ) }
0 =
)=+ + »H*-6(*+3)

Preuve :
Soit () avec[ ( ): ]=5.Notons 1, 2, 3, 4 5 les conjugués de Galois de

.Travaillonsavec =[ 1+ ,+ 3+ ,+ 5—500] J( ) /2 ,dou

=[ 1+ 2+ 3+ 4+ 5—50]= ()=— ();0=s =1( ).
On remarque que {oo, }eton ales deux cas suivants:
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Cas =

La relation ( ) devient [ 1+ o+ 3+ 4+ 5—5c]=0. Le théoréme d'Abel

Jacobi entraine 1'existence d'une fonction rationnelle sur telle que

()= 1+ 2+ 3+ 4+ 5—50,

Donc (500) d'ou

()= 1+ , + 3%+ 4, 47Z0. Aux points , ona 1+ , + 5+
4 :O, d’ou
Onvoitque estdelaforme = + + 2avec , , ; et par suite on a

2=3(*+3) - ( + + 22=6(*+3)
(+ + 22-6(*+3=0
On obtient une famille de points quintiques

(G o+ o+ D,
0_{ ()=( + + 22-6 (4+3) }

Cas =

La relation ( ) devient[ {+ .+ 3+ 4+ 5—500]= ( )=— (). Le théoréme
d'Abel Jacobi entraine 1'existence d'une fonction rationnelle sur telle que
()= 1+ o+ 3+ 4+ 5+ —60

Donc (60) d'ou

Aupoint , ona ()=0donc ;=0,doa ()= , + 32+ , + 5 3 Ensuite
aux points ,ona , + 3%+ , + 5 >=0.

Donc on voit que est de la forme = + 2+ 3 avec , |, ; et par suite on a
2=6 (*+3) = ( + 2+ 3)2=6(%*+3) =

(+ + 22-6(*+3)=0

On doit avoir # 0 Vo , on obtient une famille de points quintiques
(., + 2+ 3|,
s ()= (+ + 22-6(*+3)
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